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熱浴下にある多くの相関ある BROWN過程
とWHITENOISEの結合強度分布
太
?
光
?
Many Correlative Brownian Processes in Thermal Equilibrium at a 
Temperature T and the Joint Intensity Distributions of White Noise 
Mitsuo OTA 
We are well aware of the fact that the energy fluctuation of random current comes to the 
front in almost a1 of the noise measurements. More explicitly， when the systems of many 
correlative random currents are led into non-linear circuit elements such as energy detectors 
and th~ energy output fluctuations are considered， the probability variables defined over 
positive region are fundamental in physical engineering. 
In the previous papers， a characteristic function in the form of Hankel transform applicable 
as a postern to probability problems of many correlative physical quantities f1uctuating only 
in positive region was introduced. Then it was demonstrated that this function is more 
effective for the analyses of the noise current than the function of Fourier or Laplace type 
which has been used so far. Further， the explicit expressions for the probability distribution 
of intensity fluctuation of white noise were derived by means of the Hankel type characterist-
ic function. 
In this paper， a physical system consisting of many correlative Brownian processes kept 
at a uniform temperature T in the multi -dimensional space is considered， particularly in 
connection with the statistical treatments for the intensity fluctuation of white noise in the 
prevlOus papers. 
An important crux of the problem in this case is focused on how to take the effect of a 
temperature T into account in the results derived previously. 
From this point of view， many exlicit expressions for the probability distribution of energy 
fluctuation of correlative Brownian processes having parameters eHected by a temerature T 
have been derived using the law of equipartition of energy. 
As the typical examples， the joint probability density expressions of the Maxwell-
Boltzmann's law of velocity distribution or diffusion of Brownian particles in the solvent， in 
the existence of the external field of force or some correlations among above two Brownian 
processes have also been found. 
S 1 緒 百
自然界には，電気・熱・光・音…といった種々の運動形態における各種の固有な物質粒子の揺ら
ぎが必ず存在しており，これが工学的側面においては，無効情報を持つ『雑音』として，有効情報
を持つ信号に対し通信妨害の形でその Entropy損失を招いている o 例えばJ lonとの非弾性衝突や
他の電子との相互作用に基く電子の不規則運動は金属導体や気体放電での熱雑音，振動膜に対する
卦助教授
158 福井大学工学部研究報告第12之さ第 1.2号
空気分子の不規則衝突は Microphoneの等価熱雑音となる O 陰極からの電子の不規則放射・放射後
電子が陽極へ到着する時刻の不規則さ・各正格子への放射電子不規則分配・各一次電子毎に放出さ
れる二次電子数の不規則変動等はそれぞれ真主管での散射雑音やその空間電荷軽減作用・多極管で
の分配雑苛・二次電子放射雑音等となり，陰極に到達する光量子数の不規則揺動は光電管における
光子雑日となる D 陰極表面を移動する原子のひき起す仕事関数の不規則局所変動〈すなわち等価的
lこは欣射中心の不規則発生〉は低周波域における真抱管 Flicker雑音となり，不純物原子や格子ひ
ずみの存在に基く正孔の生成捕獲率の不規則変調は半導体における過剰雑音となる o 接触点付近で
の不純物原子の存在は不規則な導電率の揺らぎをもたらし炭素や金属薄膜抵抗での接触雑音として
現われ，この他，宇山雑音・量子雑音等多様な揺らぎの形態を我々は多く知っている1)-4)。 乙れら
各場合における雑音発生の殆んどが，拡散機構に支配された粒子の揺らぎを基礎としており，その
典型的な統計的法則性として，古典的には，公知の Maxwell-Boltzmannの速度分布や Brownian
粒子拡散距離の分布が横たわっている D このような自然界における不規則な揺らぎの研究は，勿
論，数学的側面での量的記述が全てではなく，これを質的側面との有機的連関において具体的にと
らえねばならぬ事言うまでもない O
事実， Maxwell-Boltzmannの速度分布や Brownian粒子拡散距離の分布は，その数学的側面と
しての量的記述では，単なる r一分布の変形にすぎぬが，質的には，このr一分布の母数がEnergy
等配見IJや Einsteinの関係式を通して温度・質量・気体定数.Mobilityといった質的特徴に密接に
結びついている c これとは逆に，熱雑音における Nyquistの定理や散射雑音における Schottkyの
定理は2 雑音特性とその内部的な発生機構との質的迫関を与えてはし、るが3 これは，強度分布とし
ての量的立場からみれば，‘次積率すなわち強度の平均値のみを与えているにすぎない1)2)3) c 
さ~い，量的には，相関ある多変量の雑古解析にHankel変J典型振幅特性関数を新しく導入昔)15) 16) 21) 
して， Bessel-型・f'-型・偏移f'-型等の WhiteNoise結合強度分布8)ー 叩 14)-16)18)を普遍的な分
布型として，我々は以前に算出している D 従って，乙れらを物理的に意味ある分布則として浮び上
らせるためには，上述のように，或る物理法則を利用して，この分布の母数に質的内容を持たせね
ばなるまい O
その最も重要な橋渡しをするのは， Energy平均値に着目した物理法則であろうロ考察対象量が，
分子の熱運動であれ3 多数の等しい調布l振動子であれ，多数のL.R.C並列電気回路であれ，熱的
平衝にあるいずれの系であっても，我々がその Energy1こ着目する時は，その Energyの無作為な
揺らぎ部分に Energy等配則を適用して，全ての物理的不規則現象に古典的範囲で普遍的に成立す
る表示を見出だすことが出来よう。
すなわち， White Noise強度変動の量的立場で普遍的とみられる分布型に， Energy平均の意味
をもっこの分布の母数を通して，これまた，質的に普遍的特徴をもっ Energy等配則を適用するの
であるご
~ 2 相関ある RandomProcessとEnergy等配則
日正j占の如く，我々は雑音の起叫が物質の徴視的構造の内にあることを知っており，従って，かよ
うな出動する物理系を次の条件を充す相関あるK個の RandonProcessから成るとして考察出来よ
λ13) 19) 20) 21) 
ノ 口
C 1 J 物質のない運動が考えられぬように， Randomな運動形態には必ずその担い手があり，
機能的な各RandomProcess は，分子・原~{-・電子…といった多数個の物質粒子〈機能的単位とし
ては調和振動子〉から構成されているの
C2J h番目の RandomProcess 1こ関する EnergyEhは，多数 Nh個〈自由度〉の位置・速
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度・電圧ー電流といった座標変量に依存する。
C3J h番目の Processの Ehは，零でない係数をもっ座標変量の自乗羽!の形で表わされ各変
量はI~聞く-∞，十回〉にわたって連続に変化しうる口すなわち，
Nh 
EK2E EM十 EhO， 但し Ehi ~ a'ti Phl2 、 】 ?????• • • • • • • • ?
ここに EhOは変量Phiの平均値や外力場から寄与した h番目の Processの規WJEnergy部分であ
り， ahlはh番目における第 i粒子の物質的特性量に結びつく定数である D
(4 ) かような物理系は一定温度Tの熱平衝下に保たれている。
以上の条件の下における一自由度当りの Energyは，公知の等配siJによって次のように表わすこ
とが出来る D
くEftl> CくEh>- EhOJ/Nh 1/2・kT.f(ν) 
f(ν〉三 hν/kT.Cexphν/kT -lJ-1 
ここに，f(のは Planckfactorで，勿論 hνjkTく1の時は f(ν)ニ 1であるコ
例えば2 電子の ThermalAgitationと平衡にある，周波数 νlこtuneされた LCR回路の Cori-
1 ~ _T Tn. 1 T _Tn 1 
denser C に貯えられる平均Energyは，くE，>=玄CくV2>=玄LくI2〉 =EKT-f(のとなり，従
って，中心周波数 νのまわりの周波数帯域 b 内に落ちる有能雑音電力は， P=2くEi>Jν=kT.
f(ν)Jliで与えられる 3 一方，この回路の熱雑音が工学的に抵抗Rに直列した起電力 eで等価表現
される時の回路論的な有能電力表示は勿論P=くe2>/4Rであるから，我々ば， I欠の表示を導くこ
とが出来るのである 3
くe2> 4RP 4RkT Jν ・f(ν)= 8RくEi>Jν ・H ・H ・- (3)
すなわち， hliくkTの時の表示 (3)で与えられる Nyquistの定理は，先にi設定した問個の条件を
充すRandomProcessのEnergy確率密度分布に対する一次積率と密接に結びついているここのよ
うに考えると， Nyquistの定理や Schottkyの定理を平均値i手数に反映させた相関ある Random
Processの結合 Energy分布腸表示も可能な筈である口特にその相関効果に関する定量的表示ば，
相互作用を通して複雑にからみ合った多くの BrownianProcessが，分布としてどのようにJ1t立性
からずれていくかを研究する上に重要であること疑いない口
~ 3 観測の重みと WhiteNoise結合 Energy分布
一般に，我々が観測を通して掴み得る考察対象の Informationは，厳密には何らかの形で観測操
作の重みに影響された或る種の平均像で，なまの刻々の揺動そのものではないコしかも，あらゆる
物理的不規則現象は，その不規則性が如何に複雑にみえても.全て我々の生活する三次元空間の中
に時の流れと共に必ず見出し得るに違いないが，その不規則さの多様性を記述解析する我々のー表
現方法として，三次元的 Sketchが最適のものかどうかは疑問である。このような立場から，既に
発表したように，不規則変動の担い手が位置する三次元空間よりも，その不規則変動の多様な振舞
いに，より多くの注視の日をそそいで，観測の重みをも考慮した機能的なN次元空間11)15)11)の下，
次のようにWhiteNoise強度分布が導出され何aることを知っている o
( 1 ) 規則信号成分の重畳した白い雑古入力を EnergyDetector !こ通した出力の強度変動量
は，入力の統計的性質 (Khintchine川Tienerの定理から電力Spectrumと関述)と観測計器の演算
的重みの両影響を反映した対称核をもっ Fredholm閥次積分方程式の解をl司有関数にとった入力の
正規直交関数展開表示の下， parseval完全関係から， (1)と同形の多次元信号空間内自乗和の
『距離Jの確率問題として取り扱うことが出来る11)16) 19)21)。
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(2 J 上の結果から， White Noise に関する特性量の内，その Energy変動量に着目する時，
乙れが同一多次元信号空間内酔歩散策の問題で等価されうることが直察され，乙の場合の統計処理
方法として有効16)21)なのは，次の Hankel変換型結合特性関数に基く出力 Energy変動量 Eh(h= 
1，2，…，K)の実効振巾 Rn(=yEh) に関する同時確率分布又は密度表示である自)15)。すなわち，
て1問 h-X
P(R]， R2' ...Rか(~)ド1 ・KERbRrιjFj(ZJ悦h-10耐 • ).hm1b] 
孟t
・F(Ah九…，Ax) • Tl dAh (確率密度〉 ?????? 、 、• • • • • • 
? 、? ? ?
?
?
??? ???、??? 。???????? 、?
??
???
????「
??? ???????? ??
. J ~"J[五J帥(AhRh〕〕・く Jコ;弘子〕〉 idih 〈確率)， ... (5) 
山 2，"'AX) =云(Nh>O • f~吋f~.1吋…f'~.(~::\Of川，μ山 ，ttlNl; 
K 
μ21>μ22， ，μ2N2;"';μKbμK2，…μ:KNK) 1. lJ dS(Nh¥O 
(p.hl，μι …μhNh)ー →(ん，(fli.1，…，仇(Nh_1¥)(Vh) 
~ 7"1/ "Jmh_l(AhR，J =く IIr (mh) : ;"~l ~~~:;:;:~J 1 >……… (6) 九~1 Z ¥.Hlh，}l:九Rh/2)叫門 ， 
、 、 ， ?? ?? ???? ?? ???????
?
?
? ????、 、 ， ?????? . (7) 
K Nh 
但し， ~ F(μ11>μ12"'，μhN，) くexpi~ 1: Xhiμld> 
九=1t=1 
、????、 、• • 
S仰 o=N凡九 1?山f九:三i問r九， dS(N即均蜘h川r易ρ)
F吋(~i子2r王十刊吋1リ) 円
乙乙 lこ，Xhi は入力の正規直交展開係数， F (μ山 μ12，……μhNh) は Xhi 等の結合特性関数，S(Nh¥O 
はNh次元単位超球面の全表面領域，S(Nh¥Oはその表面積， (μ九1，μh2，…μhNh)→(九，仇1，…仇(Nh-1¥)
1 はNh次元極座標変換，illn(三 1fNh〉は分布の母数ともなる O
(3J 規則信号の相加した WhiteNoise強度分布は， (2)で座標 Xhi等が互いに独立な多次
元 Gauss分布の積で与えられる乙とから，分散が一定な SpecialCasesとして次の各陽表示で示す
ことが出来る D 但し， (7)が置換 Eh(==R，~2) nJ Eh - El.向 EhinJXhi2のもと， (1) !こ対応する点に
は特に注意を要する116j19)C
(A) h=l， EhQ=O (r一分布〉
1 I 1 ¥明 h 同一 -&1(81
P(E1) =アcinT¥τ) E1 
(B) h=l， E"oキ0，N1 =N2=2m (Bessel一分布or非;G¥Chi -square分布〉
J 、加ー 1 守 1ー (El+ElO) / 円 、
問)=(南町r-. -~~・ e 81 ・lm_1(ヤ町)
-E印刷 ι (E10/S1)K 1_ ()_ ¥ K+剛pk+岡田 -E1!S1一 一一一一一一-K'-;，O K! r(K+m)¥S1 J ~l 
，....・ (10)
.・H ・.(11) 
-・H ・H ・.(12) 
熱浴下にある多くの相関ある BROWN過程と WHITENOISEの結合強度分布 161 
(C) h=l， EhOチ0，Eltoは各 Ehiの周波数帯域外17)に存在〈偏移「一分布)
/、品 川町 -+IEI-EI0l
P(E1) = P/~'\ (斗"(E1410) ・er(m)¥S1 J 。
(E1>E10) 
(E1<E10) 
?
?? 。???、• • • 
ー ?
?
(D) h=l， 2; EhO=O， N1 =N2=2m (結合「一分布〉
(./-E~\m-l . O~ ，... J__l_(_EL-L~\l P(E1• E2) = rrfー ¥ (1/ .L.1.L.2 ・exp~-一一一( →一一HLV瓦S1S2) '--~1-' l 1-ρE ¥ S1 ' S2 ) J 
.1111-1 (l!PE -yρEE1EdS1S2) ・ (14)
、?? ????、? ????， ， ， ，?????、
??
?
?? ? ????
??
?? ? ???
?
?、 、 ，?????
??
???
??
?
???
?
?、
?， ，
?
?
?
???
? 、 ? ?
?
?
? ?
?
?
?
?
?
?
? ?
く町 h=l， 2Eltoキ0，N1=N2=2m (結合偏移 r一分布〉
P (El> E2) = r(mバ2(1ー ω(イ(E112i3;-E20))隅¥叫{-(ιE〉(E1if10
E27E2.)・ Im-J~ど互l(JE1ーE10)(E2-E20L) (Eh> EhQ) " 
S2 ノヘ 1ー ρEV SA / )H・H・-・(1の
。 (El/， ~Ehß) ノ
(F) h=1，2…，K (相関あるK個の一般表示〉
K E"，m九一1 { 1 ¥'叫 -EMSILf ρ(EI/"El) T ¥mh-l) P(E1' E2'…EK) = I一一一一__(-Q"':-) • e ~ 1 + L: r~ ~~n" ~./ . L (EhjSI/，) -h!:;l r(mρ ¥ S/ι) -V 1 九月 下/百五
同 l-l; 1/ K l，Jr(m， • .) T 剛 h-1j K 同 IL-l)t"'C- JC' '¥ i 
L1 (El/Sz) +目立2¥VIUく瓦 r(mh十nl/，) ・L四h (EA/Sh〉〉ZLnh (Eh/Sρj 
(mh Nl/2) -(17) 
乙乙に， nl/，= 2， n，(lキh，Vl) キ O は ~I/ の総和内では除かれており， ρ(E"" El) (=ρE)はEnergy
n九三宮2(Vh)
変量 EhとElの相関係数を示すものとする。また Nh(=2m"，)は，染谷-ShannonのSampling
自由度2TW(Wは周波数帯域， Tは観測時間区間で Energyの平均化時聞に関連〉と固く結びつ
いている O
~ 4 熱浴下の相関あるE個の Brown過程
Fig.lに示した第h番目の N"，次元Brown過程に対する EnergyEh 表示~2( 1)において各Phi
が正規分布に従い平均EnergyくEhi>(:Pl/，iの分散に対応〉が指標h，i Iこ依らずすkT-flω の値を
とる乙とは，丁度， g3 (7)で坐標各Xhiが指標h，i!乙依らぬ分散値をもっ正規分布に従う乙とを
意味する O 従って，問題の焦点は， S 3で挙げた普遍的な各Energy分布表示に熱浴下のBrown過
程としての質的特徴を如何に反映させるかといった点にある D 一方，各分布の母数SI/，を積率法によ
って推定し，これにく2)のEnergy等配則を適用すれば， hνくkTなる温度領域で， Shが
Sh=2fL(くEh>- E"，o) k -T 
.司h
-(18) 
なる物理的意味をもっ乙とが分るD すなわち， S 3の各WhiteNoise強度分布表示に対応して，次
の陽表示を列挙することが出来る口但し， m1 =m2=m(=N/2)とする O
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XKN1正
Fig.1. K series of Brownian processes in an N-dimensional space， 
(max (N!， N2，…， NKJ :; N :; N1十N2+……+NK).
F..m-t I 1¥岡 -Etf，q
(A) r一分布 P(E1) ヱLート土ー)r(m) ¥kT) 
〈伺B酌) Bess白邸叩臼蹴副S鴎eιlト吋←分姉布亦州lは立排排非J心L、 Chi凶
古「刊川畑1団伺E町1叩+柑E町1ヘ /パ2YE}E17¥ 
• e 1'1>1.-1 
晶 II'-l ¥ kT ) 
. (19) 
……… (20) 
_ ~ -EI0/k.7' 手 (Eto/kT)叫 T 叫+同ー1
巳 zド~o n! r(n十m)~1 
???
?
???? ???
、 、 -・ (21)
(C) 偏移肝「一分姉布 P(E1)=古アバ(己合剥剖了dげr町哨η川a日h(但仇E1一E1凶J0
(E1主ζ三Et刊0)，-
結合「←分布 P(El> E2) p i _ '¥í~ _ '¥ (斗2(土.，/ E1E2γ1 r(m) (1一白)¥kTハkT 可-;;;-) (D) 
e下布石川1+E2J・L . (21信 EE2¥ 
.-.¥(1-ρE)kTん -・(お)
(E
1
E
2
)m- 古即時 国
~ 1+ I: n ・ρ ・B(n，m)
L ~m-ll (長)・ L~nl-1J (長)} ， . (24) 
(E) 結合偏移「一分布 P(El>E2) 
1 
(kT)2f' (m) (1ー ρE)
・ (;TlJE-E1川 2-E20)γE}-ElO十E2ー E百 lρE j 
-1
叫 {-hAT}
( v;jEV(E1-E川 2-E20)) m-1 ¥ kT (1-(JE) v \.~l ~U/ ，..;: ....;:0/ J 。
(Eh>EhO) …(25) 
(EhζEhO) 
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(F) 一般表示〈統計的 Laguerre展開): 
X En，叫九一 -Eh!k.T f ρ(En"Eう t明K-1j( EI/. ¥ 
P(El> Ez， ...Ex) = II T'，_.L.J~ ，L~， 7"'h • e ・{1+2: f'\~~-ー L- 一一)九~l r (mh) (kT)叫九 l-"I ':>l lIm"，ml ¥kT J 
~-l) ( Ez¥ !nI，.!r(mn，，) T lm/t-l) ( E
"
， ¥.... T lml-l) ( E1 ¥ (一一一)+ ~I/ く J ;:'~:'_' ，"'fI./ L ( -一一1>.L (1~~ 1 
¥ kT ) 1m.ゅ21h=1止・・.-K) 九~1 rmh十n，) 町 ¥ kT)/ ..nl ¥kT) 
-L71)(長)LT-1J(吾)} ， (mh=N"j2) ..・H ・..(26) 
く2のにおいて，特に K=lの時次の一般表示が得られる o
E1剛一 -El(kl' r 喧 n! 町一1)f E1¥ (11-1) ( El¥l P(E1) T'，':，l rvp，m. e ・ ~1+ ~ IームーくL ( 1~~ 1>. L 一一1~ -r(m)(kT)禍 1.1. I ~2 (m)時四¥kT) 惜 ¥kT))， (27) 
乙の (26)の表示は，Ehの内部構成における各Pt，t (表示(1)参照〉がGauss分布型から外れた揺動
をなすK個の一般的BrownianProcessesの相関効果を調べるに必要な基礎表示式となろう D 亦，
以上，各分布の母数NはJ Brown運動に対するWiener空間同様，総体的変動を機能的に分割構成
出来る，互いに独立な一次元Gausss分布型要素変動 Blockの個数だとみなし，このー自由度当り
にEnergy等配則を適用するのだと考える事も出来る o 勿論，各要素的分布としては，分布関数に
関する安定な rClosedsetJを採るのが解析上使利である。
~ 5 外力や相互作用を考慮した Maxwell~ Boltzannの速度分布表示
我々 は， k個の単原子分子(質量mOh'運動量Ph;h=1，2，…，k;尚“有効質量"等の補正ある場
合を予想して，一応指標hによる mOhの区別を考慮して置く〉の 1molから成る理想気体を例にと
1 . n 1 
る。この時，表示 (1)は， Eh=3EJph2=三Eir(PZM十p211+ P2ht:)となり，従ってN=3(m= 
3j2)であるから， ~4(A)(D)(F) の各 Energy 確率密度表示を，確率測度保存のもと，運動畳
分布表示に変換すれば，それぞれ次の表示が導かれるh
くA) 4πP1
2 
F一分布→ P(P1) 一一一一 ~~_l_一一一 exp {-P12j2molkT} J 一(白日101kT)3- ー (28)
Pl 一P口
一
〈例D町〉 結合1}r一分姉布 〈σFiμgμ2参錦照〉ト→ P(PσPlJP2)ト=正 4叫m町0山1叫m叫山0凹叫2(kT7W2VJ丙函貢F函ア戸e臼x
(F) 
{十一」一〔 PR12 P22 11 (2j厄 p，p 
1-げ雨前「十 2m02訂 Jf' sinh下両;-Y4石孟ij百戸 (29)
~ 4πPh2 = II fl)~ -:<'.':l~n~， 3/2 exp { -Ph2 j2mOhkT}・一九~1 (2mOhπkT)3 
Lth 
[1+ ~1n. 心 Bω/
-・ (30)
x 4押 p，2
一般の場合→ P(PlJP2， ...PK) = h~ (ý~百二町3 叫 {-Ph2j2m川T}
. (1十Ejρ(Ph2，P川 11川町j2m山T)L1l川町/2mozkT〕t九五二h}
X 可/二ー .n. K ¥ 
く1212Fiん-3/2)L川町PμmohkT)〉Z戸川ph2j2m山T)J. (31) 
ここに， ρ(Ph2，Pl2) (三ρp2)はPh2とPl2の相関係数で，次の関係には特に注意を要する6)。
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Fig.2. Two correlative series of Brownian processes in an N-dimensional space. 
J! (z) = v2jπz • sin h z 
LP(z)=-J一一H2n+1 (v2z) ( -2)nn!v2z 
(28)は，公知の Maxwell-Boltzmannの速度分布そのもので，外力のない freeparticleのBrown
運動を記述する Langevin或いは Fokker-Planck方程式5)の解と密接に結び付いている o (30)及
び (31)の初項は，この分布の互いに独立な何個かの積を与え，第2項以下が溶媒や互いの結合力
による相関効果がそれぞれ互いに独立な Maxwell-Boltzmannの速度分布にどのように影饗するか
を具体的に示している o 乙の相関による速度分布としての「独立性』からのずれに先ず効果的な
のは， (3りから自明の如く，通常の一次相関 ρ(Ph2，Pのであり，更に複雑な相関の深さを示す
x 
尺度として統計的反映をもっ Lagnerre展開係数く nLnh(1/2)(Ph2j2mOhkT)>に比例した高次相関
h=l 
量をも考慮すべき必要のある事を，これは教えている。
Energyの分布表示 (19)は，まさしく，一般化された Maxwell-Boltzmannの速度分布で， (20) 
(24) (26) (27)の初項はこの分布の互いに独立な積を与え，第2項以下が相関効果への影響を定
量的に示している事いうまでもない白
また，主として平均効果として効く規則外力場の影響は，外力の揺らぎ周波数が内部的な無作為
揺動の周波数帯域内にあるか帯域外にあるか町18)に依って， (20)の Bessel-分布型か， (22) (25) 
の偏移r-分布型で近似表現され，外力場や相互相関のない Maxwell-Boltzmannの分布の時と同
様，これらを運動量分布として変換表現することも当然可能で容易に求められること云うまでもな
S 6 外力や相互作用を考慮した Brownian粒子の
拡散距離確率密度分布表示
我々は特に顕徴鏡下における平面上の Brownian粒子を例にとろう。今， h番目の Brownian粒
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子が tn， 時間後もとの位置から半経RhとRh十dRhの聞に到達する確率を P(Rn，)dRhとする。二次
元の距離空間 (7)からEn，=Rn，2， Nn，=2(m九=1)なる事実に着目し， Einsteinの拡散に関する関係
R 
式4).くRn，2>jNn， =2Dhth，但し拡散係数D=kTL=RJTBh〈R:気体定数， No: Loschmidt数，
Bn，: MQbility)をs3の各分布表示に適用する口との際， Einsteinの関係式が外力場等による粒子
の規則的移動部分を除いた純拡散部分lと対してのみ成立することに注意すれば，
Sh， = 4Dh，th， (D九 h番目の粒子の拡散係数)・H ・- (32)
と置換出来よう D 確率の保則変換の下，具体的に， (10) (14) (15) (17)からの我々は次の拡散移
動距離の分布を得る。
(A) 
くD)
R， r一分布→P(R1〉=Et叫 {-R12j仰 1}，・H ・..(33) 
4R1R____ r 1 (R}2 結合r一分布→P(R112〉=16DAt1tdt五2expt-1=函t百 1t1 
十
R22 i. T (211'示子 .RlR2_)ー 1 ・
4D2t2 j "'0 ¥1三示子 、/扇町豆孟t;J
zE-EL exp{-RJ/4Dhtd-C1+z PR27z.LバR12/4D1t1)
九.=1 2D".th ~~J:' l "'~n I 
"， ~J n
四=1
. (34) 
• L怖(R22/4D2t2)J，・H ・H ・- (35)
X D 
(F) 一般の場合→P(Rl>R2'…，Rx) z詰与叫{-R仰 Dh，th}・〔1+E
ρ飢 R仙
X 
II Lnh，(Rh，2/4Dhth，)J. . (36) 
1，=1 
(33)は，蛋白光・穆質粒子の凝固の説明にしばしば利用される公知の分布式で Rayleigh分布型
で表わされており， (35) (36)の初項は，乙の分布の独立な積を示し，当然第2項以下が相関効果
を具体的に与えている D 直線的な関係の深さを示す Rh2とRl2の相関係数 ρ(R1l2，Rz2) (三ρR2)以外に
K 
統計的反映くIIL崎 (Rh2 /4Dhth) > に比例する高次相関の考慮に関しては， Maxwell-Boltzmannの
速度分布の時と全く同様，独立性からのずれの定量的評価に重要である D
外力場による規則的な粒子移動が相加される時は，これまた同様，規則的揺らぎの Spectrumが
純拡散(酔歩〉移動部分の Spectrumと共通帯域をもつかもたぬかによって， S 3 (B)のBessel-分
布型か (C)(E)の偏移r一分布型かの何れかで等価近似表示される O
~ 7 結言及び特質
本文の要点は次の通りである D
C 1 ) 互いに相関あるK個の白い雑音入力が規則信号成分と共に加えられた時， Energy De-
tector により検出されるこの雑音強度出力が，積分方程式を介し，入力の性質と計器の特性で定ま
る次元数Nをもっ多次元信号空間内自乗和の『距離」の確率問題として定式化されうる事から，こ
れを熱浴下において RandomMotionをなす粒子の Hamiltonian球形和の問題に対比させ，従っ
て，この場合においても Hankel変換型結合特性関数を用いる統計的処理方法が適用出来る事を示
した口
C 2) White Noise強度分布型としての数学的側面，すなわち，量的記述の中に，平均Energy
の意味をもっ分布の母数を通して，温度・質量・気体定数・ Mobilityといった質的特徴をいかに具
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体的に反映させるかを示した。
(3J 一般に， Energy Detectorの雑音強度出力は，厳密には，入力の電力 Spectrumと計器
の観測の重み如何によって複雑な分布密度表示を示すであろうが， r雑音等価帯域巾」と同様な等
価概念をもち乙む事によって，これが「白い雑音』十『規則信号』の標準型強度分布表示である
Besselー 型，偏移r-型， r-型確率密度分布類に三大別されうる事はすでに発表している。これ
らWhiteNoise強度分布に Energy等配則の質的反映を刻む時，実は，これらが外力場や相互作用
の影響を受けた『一般化された Maxwell-Boltymannの速度分布』を与え，通常の一次相関やこれ
以上の高次相関がどのように速度分布に反映するかを定量的に示した口
(4J さらに，より具体的な陽表示として，上の SpecialCaseが運動量表示における通常の
Maxwell-Boltzmannの速度分布や Colloidal粒子の Brownian拡散距離の分布を含み，相互作用
や外力場の存在が分布型として独立性からどのようにずれさせるかを具体的に明示した。
なお，次のような等価概念の導入は，実際的側面において甚だ効果的だと予想される点には特に
注意する必要があろう oすなわち，我々は分布の母数mを運動形態の自由度Nの弘だとして厳密な
確率分布表示を導いて来たが，外力場や相互作用の影響を受けたー粒子のEnegy周辺確率分布が複
雑な表示をとる事から，この擾雑な分布型を完全に freeなBrownian粒子の Energy分布 (10)の
表示で等価すべく，母数m値やS値のほうを他の合理的なm値やS値〈勿論外力や相互作用の効果
はこれに反映される〉でもって推定させるのである D このような分布として形式的に等価させたm
値やS値は明確な質的特徴を失い，結果的な変動の多様さを量的にのみ記述・分類する一種の識別
基準としての役割しか果さぬが2 近似的にもせよ，変動を一定の標準分布を基準として，規格化す
る立場からはなお実際的であるといえよう o
丁度，任意の集団の rEntropy電力』を，この集団と同じ Entropy・同じ帯域幅をもっ白い雑音
電力で定義するように，また，受信機の『雑音等価帯域幅』を，乙の周波数 Spectrumと同じ全電
力・同じ中心周波数での高さをもっ白い雑音の等価な帯域幅で定義するように，外力や相互作用等
種々の影響を受けた Brownian変動のm値を，乙の任意 Brownian変動と同じ平均 EnergyくE>
・同じEnergy変動幅品(三く(Eー くE>)2>)をもっ白い雑音の等価なr-型Energy分布 (:free
particleのBrownianEnergy分布〉の母数m値で等価するのであるロこの事が可能なのは，白い雑
音の Entropyが厳密に計算され，また白い雑音の Spectrumが厳密に一定の高さをもつように，白
い雑音の Energy分布が厳密に F←分布で与えられるとの裏付けがあるからである o 等価にすべき
規準を平均値くE>と分散d，においたのは，r一分布の“積率法"による推定から m=くE>2/品
の関係が得られる事lこ基いている O しかし， mの推定法としてはこの他無数に考えられ，例えば，
“最尤法"を用いてmを推定する等，何を基準にして白い雑音と等価するかが異ってくる。むしろ，
最尤法の場合は，積率法のように，平均値・分散といった二次積率までの合致でもって分布の合致
だと等価するような事はせず，分布型自体〈従って，より高次の積率の合致も或程度保証される〉
としての合致をより多く目ざしていると思われる。白い雑音従って freeparticleの Brown運動と
いった標準型で等価される任意の不規則変動が，現象において標準型とそれ程距たりなく，結果の
Energy分布として「一型とそれ程ずれる事がなければ.二次積率までの一致でもって分布として
の等価性を定めるいわゆる上記の“積率法"は十分実用的ですらあろう o
等価m{直からの N(=2m)値は，等価な自由度であって，当然かく推定された N値は必ずしも
整数値をとるとは限らず， K.Fr呂田や Vander Zielの動揺率又は相対精度1)3)をこの 1/-〆函は与
えているのである O 一方，等価なS値は (1めから『等価温度j( :等価雑音温度〉の概念で合理
的に置き換えられよう。
今一つ， ~ 4 (A)ー (E)の各普遍的なEnergy分布が，実際的分野で適用される時便利と思われ
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る特質を挙げる事が出来る。それは，大きな熱浴下にある系としての Energyが，個々の運動量・
変位・電流・電荷…等の個別的な物理量に内部構成として具体的に関連していながら，系のEnergy
分布関数としては，乙れらの内的関述の“特殊性"を超えた“普遍性"が現われてくる点である Q
丁度，力学で普遍的な Energy原理〈種々の表現方法が与えられている〉を用いて運動を解く方が
個々の Newton運動方程式から出発するより簡便な場合があるように，先ず，普遍的な Energy分
布を基礎にして，その後，雑音又は BrownianProcessの内部的個々の物理量に関する揺らぎの分
布を求めた方が簡便な場合があるに違いない。そして， Energyと Energyの担い手との関連が未
だ明らかでないような自然界の不規則現象に対しては，このことは必要ですらある O かく粒子の
Brown運動と雑音とは，内容的に因果関係にあり， しかも Energy分布型といった形式的側面でも
同形に現われるのである。例えば， Brillouin ば，内容的にも，電子の熱運動に基く抵抗体の熱雑
音の解明に Maxwell-Boltzmannの速度分布 (P(E)としては「ー型〉を基礎とし，電流雑音の解
明lと偏移F一分布lと類似した分布く実は， Eを偏移させず速度を偏移させている)を陰に基礎とし
ている c 結局， Brownian PartileのEnergy分布としての“普遍性"は， Whi te N oise強度分布と
しての量的な“普遍性"に， Energy等配則といった“普遍的"な質的特徴を反映させる事から生
れたのである o
終に，乙の論文でいう BrownianParticleの運動形態としての統計的不規則さとは， Fermi粒子
(物質粒子〉や Bose粒子(場の粒子〉といった拘束的特徴が全く失われるくらい自由な運動形態
の許され得る相対的な高温領域においての不規則さを指すのである事を指摘しておく乙とは重要で
あろう。
(付記〕 本論文は Proceedingsof the 11th Japan National Congress for Applied Mechanics 
(1961)に発表した論文の部分的なものに補筆したものである。
また，乙の分野に関して，日頃御討議と御指導を惜しまれぬ京大・理・物理教室高橋勲教授に感
謝の意を表する。
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